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Резюме. В настоящем работе  предложена одна из модификаций градиентного алгоритма 

покоординатного подъема, основанная на выборе направления с помощью разности двух 

градиентов, вычисленных в двух последовательных элементах (другими словами, 

расширяется окрестность поиска градиентного решения). 

 

Ключевые слова: градиент, выпуклый, алгоритм, точность, дискрет. 

 

AMC Subject Classification: 74P10. 

 

 

 

1. Введение.  

 

Одним из возможных вариантов улучшения качества точности 

градиентных алгоритмов в задачах выпуклой дискретной оптимизации 

является различные модификации алгоритма покоординатного подъема (см., 

например, [1, 2, 4, 6, 7]. С помощью различных способов выбора направления 

получены оценки точности градиентного алгоритма или доказана 

оптимальность градиентного решения в таких известных задачах, как задача 

коммивояжера, задача о ранце, задачах распределения ресурсов и др. (см., 

напр., [2, 6]). 

 В настоящем работе  предложена одна из модификаций градиентного 

алгоритма покоординатного подъема, основанная на выборе направления с 

помощью разности двух градиентов, вычисленных в двух последовательных 

элементах (другими словами, расширяется окрестность поиска градиентного 

решения). При этом предложенная модификация градиентного алгоритма 

позволяет найти новые, априорные и апостериорные  оценки точности и 

упростить процедуры нахождения гарантированных оценок точности для  

выпуклой функции дискретного аргумента по сравнению с ранее предложенной 

методикой нахождения таких оценок (ср. с [1, 2, 6, 7]). Также сформулированы 

условия совпадения глобального и градиентного экстремума. Отметим, что хотя 
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основные результаты излагаются на координатной решетке, но учитывая, что 

целочисленные и координатные решетки изоморфны, то все результаты 

полученные на координатной решетке остаются справедливыми и на 

целочисленной решетке и обратно.   

 

2. Определение обозначения.  

 

Пусть ),( НН =   - линейно упорядоченное дискретное множество 

(цепь), на котором задано отношение  порядка   и  

==   
n

n HHHH ...  = }1,:),...,({ 1 niHxxxx in = .  

Пусть 
nHP . Будем в дальнейшем считать, что множество  P  

обладает  свойствами:  

     1) +P  ;   2) ;0 P  3) PxzHzx n = }0:{],0[   для любого 

Px . 

     Следуя [2,6,7], множество  P, обладающее свойствами  1)-3), будем 

называть  конечным порядково-выпуклым множеством с нулем. 

     Введем  следующие обозначения: 
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 Следуя [2,6,7], для функции f : RH n →  ( R  -  множество 

действительных чисел)  введем  понятия  i - градиента     

),())(()( xfxfxf ii −= +  

  и ),( ji  –  градиента 

),())(()( xfxfxf jijij −= +  

Пусть 
n

n R+= ),...,( 1   (
nR+  - множество n - мерных действитель-

ных векторов), )( nH  - класс  -координатно-выпуклых  функций на 
nH  

[см., напр., 2,7], т.е. таких функций RHF n →: , что для любого 
nHx  
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3.  Постановка задачи.  Рассмотрим задачу A  выпуклой дискретной 
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оптимизации: найти 

}:)(max{ PxxF  , 

где )(xF  - − координатно-выпуклая функция. 

      Пусть   
**

1

* ,...,( nxxx = )  - оптимальное,  а  ),...,( 1

g

n

gg xxx =  - градиентное 

решение (т.е. точка,  полученная с помощью градиентного алгоритма  

покоординатного подъема) задачи  A .  

   Под гарантированной оценкой погрешности градиентного алгоритма 

решения задачи A , как обычно [1-7], понимают такое число  0 , что 


−

−

)0()(

)()(
*

*

FxF

xFxF g

. 

Естественно, чем меньше величина  , тем лучше погрешность. 

Поэтому, для уменьшение величину   применяют различные варианты 

градиентного алгоритма. Ниже описываемая алгоритм основана с 

расширением поиска окрестности нахождение градиентного решения. 

Градиентным решением (максимумом) 
gx  задачи А (функции 

)(xf )( nH ) на множестве 
nHP  назовем точку, построенную с 

помощью следующего градиентного алгоритма G  покоординатного 

подъема. 

 Алгоритм G . 

 1. Принимаем 
0x 0,0 == t . Если =),( Pxfes t

, то конец. Иначе 

полагаем 

)},(:)({maxarg)(),()(
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 и переходим к пункту 2. 

 2. Полагаем  1+ tt  и находим 
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Если =),( Pxfes t
, то конец. Иначе полагаем 1+ tt  и повторяем пункт 

2. 

Пусть k  - число шагов алгоритма G . Тогда полученное решение 

),...,( 1

k

n

kk xxx =   обозначим через - ),...,( 1

g

n

gg xxx =  и будем называть 

градиентным максимумом функции )(xf  на множестве  P .  

 Как обычно, функцию RHf n →:  будем называть неубывающей на 

множестве 
nHP , если .),,(,0)( PxPxfesixfi    

Пусть 
*x  - глобальный максимум (оптимальное решение задачи А) 
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функции )(xf )( nH  на множестве P .  

Теорема. Пусть )(xf )( nH  неубывающая  функция на множестве P  и 

.0),(  k  Тогда глобальный максимум 
*x  и градиентный максимум 

gx  

функции )(xf  на множестве P  связаны соотношением 
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множество индексов )}(),...,1(),0({ kiii определяется в алгоритме G , k  - 

число шагов алгоритма G . 

Доказательство теоремы вытекает из п.3 теоремы 2 [1] при 
*, xyxx g ==  и 

из описания алгоритма G  с учетом соотношений 
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Следствие. В условиях теоремы 1, если kh = , то )()( * gxfxf = .  

Если kh  , то качество точности решения, построенного с алгоритмом 

G ,  зависит от поведения величины  

                                   
),(

)1/(
 k

L
kh −   

в наихудшем случае. 

В частности,  если )(xf  строго неубывающая  функция      

hkyfxfyxyx = )),()(,(  , то 
gxx =*

. 

Если, кроме того, 
nH  и функция )(xf  имеет вид: 
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PxPxfesixcRccc iiii

n

nn −−== + ),,(,02/,),...,(),,...,( 11  , 

то с учетом, что  

}:2/{max nii
i

IicL −=  , 

оценка из теоремы  может быть конкретизирована. 

 Следствие  дополняет результаты о совпадении глобального и 

градиентного экстремума,  ранее полученного для сепарабельной 

координатно-выпуклой функции (см., напр., [2,6,7]).  
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ABSTRACT 

In the present work, one of the modifications of the gradient algorithm of 

coordinate-wise lifting is proposed, based on the choice of direction using the difference 

of two gradients calculated in two successive elements (in other words, the neighborhood 

of the search for the gradient solution is expanded). 
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